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Rendite nel continuo Se si pensa alla rendita come un flusso mone-
tario, immaginando che ad ogni istante 0 ≤ t ≤ n sia disponibile un
capitale C(t) nel calcolo di montante e valore attuale le sommatorie
vengono sostituite da integrali. Ad esempio il montante e`:
V (R, n) =
∫ n
0
C(t) (1 + i)n−t dt.
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Rendite nel continuo Se si pensa alla rendita come un flusso mone-
tario, immaginando che ad ogni istante 0 ≤ t ≤ n sia disponibile un
capitale C(t) nel calcolo di montante e valore attuale le sommatorie
vengono sostituite da integrali. Ad esempio il montante e`:
V (R, n) =
∫ n
0
C(t) (1 + i)n−t dt.
Nel caso i cui la rendita sia costante: C(t) = c per ogni 0 ≤ t ≤ n si
trova, eseguendo i calcoli:
V (R, n) = c (1 + i)n
∫ n
0
(1 + i)−t dt = c
(1 + i)n − 1
ln(1 + i)
.
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Quest’ultima formula poteva essere ottenuta anche usando la relazione
n p∑
k=1
1
p
(1 + ip)
n p−k =
i
pip
sn|i
passando al limite per p→∞ e ricordando il limite notevole:
lim
p→∞ p
[
(1 + i)1/p − 1
]
= ln(1 + i).
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Rimborso di un prestito Una prestazione di importo A erogata
con valuta t = 0 e` riequilibrata da n controprestazioni, dette rate di
importi α1, α2, . . . αn pagate con valute t = 1, 2, . . . n
A > 0, αs ≥ 0
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riequilibrata significa che deve valere la relazione fondamentale
solo in regime composto:
A =
n∑
s=1
αs
(1 + i)s
(α)
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riequilibrata significa che deve valere la relazione fondamentale
solo in regime composto:
A =
n∑
s=1
αs
(1 + i)s
(α)
il valore attuale delle controprestazioni, riferito al momento
di erogazione della prestazione eguaglia la prestazione
si parla di equivalenza prospettiva perche´ la valutazione (α) e` fatta
in t = 0
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Si puo` ragionare in termini di equivalenza retrospettiva valutando
in t = n il montante di A e delle controprestazioni αs, s = 1, . . . , n
A (1 + i)n =
n∑
s=1
αs (1 + i)
n−s (α′)
Le relazioni (α) e (α′) sono equivalenti: se A, αs, s = 1, . . . , n
soddisfano (α) allora soddisfano anche (α′) e viceversa
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Definizione Parleremo di prestito
P := (A;αs)s=1, ..., n
al tasso i quando A e αs, s = 1, . . . , n soddisfano (α) o (α
′). Que-
sta equivalenza sussiste solo per il regime composto Le relazioni
analoghe a (α) e (α′) in regime semplice non sono equivalenti
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Ad esempio al tasso i = 5% le tre rate
α1 = 350; α2 = 400; α3 = 351, 75
scadenti ai tempi 1, 2, 3 rimborsano 1000 cioe`
350(1, 05)−1 + 400(1, 05)−2 + 351, 75(1, 05)−3 = 1000
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Ad esempio al tasso i = 5% le tre rate
α1 = 350; α2 = 400; α3 = 351, 75
scadenti ai tempi 1, 2, 3 rimborsano 1000 cioe`
350(1, 05)−1 + 400(1, 05)−2 + 351, 75(1, 05)−3 = 1000
Ma anche
α1 = 330; α2 = 330; α3 = 447, 30
scadenti ai tempi 1, 2, 3 rimborsano 1000
9/21 Pi?
22333ML232
Regime semplice
L’equazione
A =
n∑
s=1
αs
1 + s i
(αL)
esprime equivalenza prospettiva nel regime semplice, mentre:
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Regime semplice
L’equazione
A =
n∑
s=1
αs
1 + s i
(αL)
esprime equivalenza prospettiva nel regime semplice, mentre:
A (1 + n i) =
n∑
s=1
αs [1 + (n− s) i] . (α′L)
esprime l’equivalenza retrospettiva
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Regime semplice
L’equazione
A =
n∑
s=1
αs
1 + s i
(αL)
esprime equivalenza prospettiva nel regime semplice, mentre:
A (1 + n i) =
n∑
s=1
αs [1 + (n− s) i] . (α′L)
esprime l’equivalenza retrospettiva
Se, datoA, i numeri αs, s = 1, . . . , n soddisfano, ad esempio (α
′L),
allora gli stessi numeri non soddisfano (αL). Per gli ammortamenti in
regime semplice e` necessario stabilire quale punto di vista adottare:
la scelta e` di ragionare retrospettivamente.
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Definizione Dato il prestito P se m ∈ {1, 2, . . . , n} chiameremo
debito residuo prospettivo il valore attuale in m delle rate non
scadute dall’epoca m+ 1 alla termine del prestito
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Definizione Dato il prestito P se m ∈ {1, 2, . . . , n} chiameremo
debito residuo prospettivo il valore attuale in m delle rate non
scadute dall’epoca m+ 1 alla termine del prestito
debito residuo retrospettivo la differenza, valutata in m fra il
montante della prestazione A in m e il montante delle rate pagate
α1, . . . , αm
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Formalizziamo: il debito residuo prospettivo in m, δpm e` il valore
attuale in m delle rate αm+1, . . . , αn non ancora scadute:
δpm =
n−m∑
s=1
αm+s
(1 + i)s
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Formalizziamo: il debito residuo prospettivo in m, δpm e` il valore
attuale in m delle rate αm+1, . . . , αn non ancora scadute:
δpm =
n−m∑
s=1
αm+s
(1 + i)s
il debito residuo retrospettivo in m, δrm e`:
δrm = A (1 + i)
m −
m∑
s=1
αs (1 + i)
m−s
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Teorema
δrm = δ
p
m
Dunque nel regime composto ha senso parlare semplicemente di de-
bito residuo all’epoca m. Poniamo:
δm := δ
r
m = δ
p
m
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Dimostrazione
δrm − δpm = A (1 + i)m −
m∑
k=1
αk (1 + i)
m−k −
n−m∑
k=1
αk+m (1 + i)
−k
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Dimostrazione
δrm − δpm = A (1 + i)m −
m∑
k=1
αk (1 + i)
m−k −
n−m∑
k=1
αk+m (1 + i)
−k
Nel terzo addendo cambiamo gli indici h = k +m:
δrm − δpm = A (1 + i)m −
m∑
k=1
αk (1 + i)
m−k −
n∑
h=m+1
αh (1 + i)
−(h−m)
14/21 Pi?
22333ML232
Dimostrazione
δrm − δpm = A (1 + i)m −
m∑
k=1
αk (1 + i)
m−k −
n−m∑
k=1
αk+m (1 + i)
−k
Nel terzo addendo cambiamo gli indici h = k +m:
δrm − δpm = A (1 + i)m −
m∑
k=1
αk (1 + i)
m−k −
n∑
h=m+1
αh (1 + i)
−(h−m)
δrm − δpm = A (1 + i)m −
m∑
k=1
αk (1 + i)
m−k −
n∑
h=m+1
αh (1 + i)
m−h
14/21 Pi?
22333ML232
Dimostrazione
δrm − δpm = A (1 + i)m −
m∑
k=1
αk (1 + i)
m−k −
n−m∑
k=1
αk+m (1 + i)
−k
Nel terzo addendo cambiamo gli indici h = k +m:
δrm − δpm = A (1 + i)m −
m∑
k=1
αk (1 + i)
m−k −
n∑
h=m+1
αh (1 + i)
−(h−m)
δrm − δpm = A (1 + i)m −
m∑
k=1
αk (1 + i)
m−k −
n∑
h=m+1
αh (1 + i)
m−h
δrm − δpm = A (1 + i)m −
m∑
k=1
αk (1 + i)
m−k −
n∑
k=m+1
αk (1 + i)
m−k
15/21 Pi?
22333ML232
δrm − δpm = A (1 + i)m −
n∑
k=1
αk (1 + i)
m−k
15/21 Pi?
22333ML232
δrm − δpm = A (1 + i)m −
n∑
k=1
αk (1 + i)
m−k
d’altra parte si puo` scrivere:
δrm − δpm = A (1 + i)m − (1 + i)m
n∑
k=1
αk (1 + i)
−k
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δrm − δpm = A (1 + i)m −
n∑
k=1
αk (1 + i)
m−k
d’altra parte si puo` scrivere:
δrm − δpm = A (1 + i)m − (1 + i)m
n∑
k=1
αk (1 + i)
−k
cioe`
δrm − δpm = (1 + i)m
(
A−
n∑
k=1
αk (1 + i)
−k
)
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δrm − δpm = A (1 + i)m −
n∑
k=1
αk (1 + i)
m−k
d’altra parte si puo` scrivere:
δrm − δpm = A (1 + i)m − (1 + i)m
n∑
k=1
αk (1 + i)
−k
cioe`
δrm − δpm = (1 + i)m
(
A−
n∑
k=1
αk (1 + i)
−k
)
ma per definizione di P vale (α) conclusione
δrm − δpm = 0
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Definizione
Se P e` un prestito se m ∈ {1, 2, . . . , n} e se m < τ < m+ 1
chiameremo:
1. debito residuo prospettivo il valore attuale in τ delle rate non
scadute da m+ 1 al termine del prestito;
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Definizione
Se P e` un prestito se m ∈ {1, 2, . . . , n} e se m < τ < m+ 1
chiameremo:
1. debito residuo prospettivo il valore attuale in τ delle rate non
scadute da m+ 1 al termine del prestito;
2. debito residuo retrospettivo la differenza, valutata in τ fra il
montante della prestazione A in τ e il montante in τ delle rate
pagate α1, . . . , αm
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Traducendo le parole in formule abbiamo:
δpτ =
n−m∑
h=1
αm+h(1 + i)
−(m+h−τ ),
δrτ = A(1 + i)
τ −
m∑
k=1
αk(1 + i)
τ−k
0 m ! m!1 n
"m #! "m!"1 "n
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Traducendo le parole in formule abbiamo:
δpτ =
n−m∑
h=1
αm+h(1 + i)
−(m+h−τ ),
δrτ = A(1 + i)
τ −
m∑
k=1
αk(1 + i)
τ−k
0 m ! m!1 n
"m #! "m!"1 "n
anche in questo caso si dimostra che
δrτ = δ
p
τ
Anche nel caso di valute comprese fra due scadenze ha senso parlare
di un solo debito residuo.
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Infine che, se m < τ < m+ 1 si ha che:
δτ = (1 + i)
τ−mδm.
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debito estinto = parte di prestito rimborsata all’epoca m
Simbolo εm
εm = A− δm
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Piani di ammortamento
La rata αk scadente al tempo k e` decomposta in quota capitale e quota
interessi :
αk = ck + hk
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Piani di ammortamento
La rata αk scadente al tempo k e` decomposta in quota capitale e quota
interessi :
αk = ck + hk
condizione di chiusura
n∑
k=1
ck = A
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ogni quota capitale pagata va a incrementare il debito estinto e a
diminuire il debito residuo
εm = εm−1 + cm
δm = δm−1 − cm
ε0 = 0
δ0 = A
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ogni quota capitale pagata va a incrementare il debito estinto e a
diminuire il debito residuo
εm = εm−1 + cm
δm = δm−1 − cm
ε0 = 0
δ0 = A
Le quote interessi sono determinate proporzionalmente al
debito residuo al pagamento precedente dal tui
hm = i δm−1
